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1 Bevezetés

Az LDPC (Low-Density Parity-Check - alacsony-s¶r¶ség¶ paritásellen®rz®) kódokat már

1963-ban bemutatta Robert G. Gallagher a doktori értekezésében [2], de sokáig feledésbe

merültek, f®leg a nagy számítási komplexitásuk miatt. Mackay és Neal munkássága révén

kerültek ismét el®térbe a 90-es években [7]. Az LDPC kódok kiváló hibajavító képes-

séggel rendelkeznek, komoly konkurensei a Turbo kódoknak a Shannon-határ elérésében.

Mindkét kód esetén f®leg a iteratív módon történ® dekódolásához szükséges komoly számí-

tási kapacitás. Mára számos szabványba is bekerült, többek között a második generációs

m¶sorszóró (DVB-T2, S2, C2) szabványba, WiFi (IEEE 802.11n) szabványban, WiMAX

(IEEE802.16e) szabványban illetve a 10 gigabites Ethernet szabványba is.

Az LDPC kódok nagyméret¶ lineáris bináris blokk kódok, amelyek nagy kódtávolsággal

(dmin) rendelkeznek. A kód G generátormátrixa nagyméret¶ akár több ezer sorból és

oszlopból is állhat. A generátormátrixban jóval kevesebb 1-es mint 0-s található, erre utal

az "alacsony s¶r¶ség¶" kifejezés, vagyis a kódszó egyes bitjeit csupán néhány üzenetbit

fogja meghatározni. Egy k hosszúságú üzenetszóhoz rendel hozzá n darab paritásbiteket,

ebb®l a kódarány számítható: R = k
n . Az LDPC kódokat két paraméter határozza meg:

egy bit az üzenetblokkból a kódszó hány paritásbitjének meghatározásában vesz részt,

illetve a kódszó egy paritásbit meghatározásához hány bit szükséges az üzenetblokkból.

Ahhoz hogy a kódalkotást, kódolási folyamatot matematikailag tárgyalni tudjuk, né-

hány matematikai fogalmat be kell vezetnünk. Egy adott kód esetén az n elem¶ c kódszó

kifejezhet® a k elem¶ u üzenetvektor segítségével egy mátrixszorzás formájában:

c = Gn×ku, (1.1)

ahol G a kód generátormátrixa. Szisztematikus kódok esetén a generátor mátrix egyértel-

m¶en meghatározható:

Gn×k = [Ik,Bk×(n−k)], (1.2)

ahol Ik egy k×k méret¶ egységmátrix (olyan mátrix, melynek f®átlójában csupa 1-es elem

van, a többi helyen 0-s elemek szerepelnek), B pedig egy k×(n−k) méret¶ mátrix. Vagyis

egy u üzenet esetén a kódszó így épül fel:

c = [u0, u0, ..., uk−1, ck, ck+1, ..., cn−1]
T . (1.3)

A c kódszó vektor els® k elemét üzenetszegmensnek, az utolsó n − k elemét pedig pari-

tásszegmensnek nevezzük. Szisztematikus kód esetén a kódolás sokkal egyszer¶bb mivel a
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kódszó els® k elemét nem kell számolni (ez az üzenet u), csupán a maradék n− k elemet.

Minden kódhoz, a G generátormátrixán kívül de�niálunk még egy (n− k)× n méret¶ H

mátrixot, amelyet paritásellen®rz® mátrixnak hívunk és a következ® tulajdonsággal bír:

H(n−k)×nc
T = 0. (1.4)

Ezen H vektor segítségével meg tudjuk állapítani, hogy a vett kódszó érvényes kódszó-e.

Továbbá egy kód H és G mátrixára igaz a következ® tulajdonság:

HGT = 0. (1.5)

Ezen tulajdonság könnyen bizonyítható ha (1.1)-t behelyettesítjük (1.4)-be :

HcT = H(uG)T = HGTuT = 0, (1.6)

mivel uT nem lehet nulla, az egyel®ség csak akkor állhat fenn, ha HGT = 0.

Egy kód paritásellen®rz® mátrixa könnyen el®állítható a generátormátrix ismeretében. Le-

gyen H mátrix alakja a következ®:

H = [A, In−k]. (1.7)

Ezt az alakot behelyettesítve a (1.5) képletbe, illetveGmátrixot is feloldva az (1.2) egyenlet

segítségével, a következ® alakot kapjuk:

HGT = [A, In−k][Ik,B]T = A+BT = 0, (1.8)

azaz A = −BT , amely bináris esetben −BT = BT vagyis AT = BT . Ezen tulajdonság

miatt az LDPC kódok esetén elég megadni a generátor vagy a paritásellen®rz® mátrixot.

A vett kódszó és a küldött kódszó különbségvektorát, mint hibavektort de�niáljuk:

e = v − c. (1.9)

A H mátrix segítségével képesek vagyunk a dekódolásra. Ha a vett kódszót megszorozzuk

a H mátrixszal, a következ® kifejezésre jutunk:

HvT = H(c+ e)T = HcT +HeT = HeT . (1.10)

Mivel HcT = 0, így HvT értéke csak a hibavektortól függ, a küldött kódszótól nem. A

dekódoláshoz használt szindrómavektort a következ®képpen de�niáljuk:

s = eHT . (1.11)

A dekódolási módszerek közül a leggyakoribb a szindrómadekódolás. A vett v vektorból

kiszámítjuk a szindrómát amely alapján becslést tudunk adni a hibavektorra és a kódszóra.
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2 LDPC kódgenerálás

LDPC kódok esetén, mivel a nagyméret¶ generátormátrix G elemei közül csupán néhány

1-es érték¶, a többi nulla, ezért a generátormátrixos szorzás elvégzése igen gazdaságtalan.

Ehelyett a módszer helyett az LDPC kódok egy hatékonyabb reprezentációja a Tanner gráf

[9]. Egy LDPC kód Tanner gráfos reprezentációja látható az 2.1 Ábrán. Jól látható, hogy

2.1. ábra. Egy LDPC kód összerendelési diagrammja, a Tanner gráf.

ennél a kódnál 3 üzenetbit határoz meg egy paritásbitet (kódbitet), valamint egy üzenetbit

4 paritásbit kialakításában vesz részt. Ennek a kódnak a generátormátrixát nézve minden

oszlopban 3 1-es található és minden sorban 4 1-es. Egy LDPC kód jellemezhet® így:

(n, k, dc, du), ahol n és k a már korábban ismertett üzenethossz és kódhossz, illetve dc a

paritásbitek fokszáma (egy kódbitet hány üzenetbit határoz meg), illetve du az üzenetbitek

fokszáma (egy üzenetbit hány kódbit kialakításában vesz részt.). A gráfból kiolvasható az

is hogy:

n ∗ dc = k ∗ du, (2.1)

mivel félbehagyott él nincsen, minden él csatlakozik egy üzenetbithez és egy paritásbithez)

Továbbá az LDPC kódaránya meghatározható: R = k
n = dc

du
segítségével. Ilyen LDPC

kódokat nevezünk szabályos kódoknak.

Szabálytalan LDPC kódoknak nevezzük azokat a kódokat, amelyek esetén a paraméte-

rek nem állandóak, például némely paritásbitet 4 üzenet bit határoz meg, a másikat pedig

3. A szabálytalan LDPC kódok el®nye, hogy általában jobb bithibaarány érhet® el mint

a szabályos LDPC kódokkal. Nehézség, hogy egy LDPC kód paraméterei nem határoz-

zák meg a konkrét összerendelési szabályt. Az LDPC kódok szoftveres generálása igen

számításigényes, ám ha megvannak a kapcsolódási pontok, FPGA-ban történ® hardveres

5



implementáció esetén viszonylag alacsony komplexitással generálható.

Az LDPC kódolás nehézsége, hogy a különböz® H mátrixok meghatározására véletlen-

szer¶ számítógépes szimulációk segítségével történik. Ennek következménye, hogy a felépí-

tés nem struktúrált, matemakailag nehezen kezelhet®, így mátrixszorzásokra korlátozódik.

Ezen eljárás komplexitása a blokkmérett®l függ®en O(n2). A másik nehézséget az okozza,

hogy a ritkás H paritásellen®rz® mátrixhoz tartozó G generátormátrix nem zérus elemeinek

száma igen magas, amely tovább növelheti a komplexitást. Továbbá a szabálytalan pari-

tásellen®rz® mátrix-szal rendelkez® LDPC kódok hardverimplentálása még komplexebb,

hiszen többféle paritásellen®rzést kell elvégezni.

A kódgenerálás egy másik lehetséges megoldása során az üzenetvektort, a paritásellen-

®rz® mátrixot és a dekódolót használva hozzuk létra a kódszót. Ilyenkor a dekódoló kijavítja

a törléses hibákat és így határozzuk meg a kódszót [6, 10]. Ezen eljárás komplexitásigénye

bizonyos típusú LDPC kódok esetén lineáris a blokkmérettel.

Richardson és Urbanke [8]-ben megmutatta, hogy egy véletlenszer¶en el®állított LDPC

kód kódolása elvégezhet® szinte lineáris komplexitással. A paritásellen®rz® mátrix speciális

alakra hozva, a kódolás komplexitás drasztikusan lecsökkenthet®: O(n+ g2), ahol g << n.

Az el®z® megoldásokhoz képest szisztematikus megoldást javasolnak [5]-ben. A javasolt

LDPC kódokat végés geometria segítségével állítják el®, amelynek köszönhet®en kedvez®

(ciklikus vagy kvázi ciklikus) tulajdonságokkal rendelkeznek. Ezen tulajdonság segítésével

a kódolás lineáris komplexitású lesz és ezáltal elvégezhet® lineáris visszacsatolt shiftregisz-

terek segítségével.

Ezen kódgenerálási megoldások segítségével az LDPC kódok képesek felvenni a versenyt

a Turbo-kódokkal nem csak a hibajavítás terén, hanem a kódolási komplexitásban is. Ezen

eredmények szervesen hozzájárulásnak ahhoz, hogy az LDPC kódok elterjedhetnek a kü-

lönféle kommunikációs rendszerekben.

Legvégül egy ténylegesen alkalmazott LDPC kódot mutatunk be. A DVB-S2-es rendszer

paritásellen®rz® mátrixának gra�kus reprenzentációja látható a 2.2 Ábrán. A paritásellen-

®rz® mátrix mérete 1/2-es kódarány mellett: (n = 64800)×(n−k = 32400), ami több mint

2 milliárd elem. Ezen elemb®l csupán 226799 elem 1-es, a többi elem 0, ami 0.1080%-os

s¶r¶ségnek felel meg. Meg�gyelhet® az is hogy az alkalmazott LDPC kód szisztematikus,

hiszen a paritásellen®rz® mátrix második felében megjelenik az egységmátrix.
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2.2. ábra. A DVB-S2-es szabványban alkalmazott LDPC kód 1/2-es kódarányú paritásel-
len®rz® mátrixa.
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3 LDPC dekódolás

LDPC kódok esetén a dekódolás során van szükség a legnagyobb számításigényre. Az de-

kódolási eljárások alapvet®en két nagy csoportba sorolhatóak: kemény (úgynevezett Bit

Flipping (BF) [2] � bitinvertáló) és lágy (úgynevezett Message Passing � üzenet továbbító)

dekódolási eljárásokra. A kemény dekódolás alacsonyabb komplexitású de ennek követ-

kezményeképpen rosszabb bithibaarányok érhet®ek el. A lágy dekódolások esetén döntési

valószín¶ségeket felhasználva, iterációról iterációra javítható a bithibaarány.

3.1. Kemény dekódolás

A bitinvertálást alkalmazó dekódolási algoritmusok a dekódoláshoz a vett kódszót, a szind-

rómavektort és a paritásellen®rz® mátrixot használják. Iterációnként egy bitet fordítva

próbálnák egy érvényes kódszóhoz eljutni. Ezen algoritmusok hatékonyság igen limitált,

lassan konvergálnak és el®fordulhat, hogy a dekódolás nem konvergál, hanem oszcillációba

jut.

Az összes bitinvertáló algoritmus alapja, hogy a vett kódszóra kiszámoljuk a szinróma-

vektort s = cH
T . A szindrómavektor segítségével számolunk egy ún. hibatagot:

E = sH. (3.1)

Ezen hibatag segítségével meghatározhatjuk hogy az egyes bitek hány hibás szindróma

elemben vesznek részt. Ezen után megkeressük azt a bitet E alapján, amely legtöbb hibás

szindrómában vesz részt. Amennyiben esetleg több azonos érték¶ bit van, akkor az els®t

választjuk és invertáljuk. Ezután újraszámoljuk a szindrómát és újra végigcsináljuk az

el®z®ekben ismertetett lépéseket. A folyamatot addig folytatjuk, amíg s = 0 nem lesz.

A BF eljárás számos továbbfejleszett verziója létezik, amelyek során súlyozótényez®ket

illetve a jel/zaj viszonyt is �gyelemben vesszük:

• súlyozott BF (WBF [5]),

• módosított BF (MWBF [11]),

• továbbfejlesztett BF (IMWBF [4]),

• implementáció-hatékony megbízhatósági hányados alapú BF (RRWBF [3]).

Ezen eljárások alkalmazásával a BF során elért iterációk száma illetve az elért bithiba

arány javítható, számítási komplexitás növelésével.
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3.2. Lágy dekódolás

Lágy dekódolás esetén a demodulálás során nem döntünk bitekre, hanem gaussi zajt fel-

tételezve kiszámoljuk a logaritmikus valószín¶ségi (Log-likelihood ration - LLR) értéket λ.

Az egyes bitek LLR értékeinek el®jele adja meg a bit értékét, a nagysága pedig a döntés

bizonyosságát. Fontos megjegyezni, hogy LLR alapú számításhoz szükség van az átviteli

csatornát terhel® zaj varianciájára.

Az iterációs demdulációs folyamat során ezen értékeket felhasználva próbáljuk meg a

kódszó hibás bitjeit javítani.

Az iterációs folyamat a következ® lépésekb®l áll:

1. A dekódolási folyamat inicializálása. A paritásellen®rz® mátrix H megadása, vett

demodulálatlan vektor y, maximális iterációs szám illetve a csatornát terhel® zaj

varianciája. A kódbitek kezdeti LLR értékeinek λ0 meghatározása y és a zajvariancia

alapján.

2. Szindróma értékek λs frissítése a paritásellen®rz® mátrix és az LLR artimetika sza-

bályai alapján. A szindróma értékek frissítése történhet a Sum-Product algoritmus

(SPA) vagy az egyszer¶sített Sum-Min algorithmus (SMA) alapján, amely jóval ki-

sebb számításigény¶ és közel hasonló bithibaarányokat produkál.

3. A kódbitek LLR értékeinek λi frissítése a számolt szindrómaértékek λs és a kezdeti

LLR értékek λ0 alapján.

4. Döntéshozatal a ci kódbitekre az LLR értékek alapján, ha λi > 0 akkor ci = 1, amúgy

ci = 0.

5. A kialakult kódszó ellen®rzés. Ha cHT = 0, vagyis a kódszó érvényes, a dekódolási

folyamat megszakítható, a dekódolt kódszó c. Ha nem érvényes, akkor amennyiben

még nem értük el a megadott maximális iterációs számot, akkor a folyamatot folytat-

juk a 2. lépést®l. Amennyiben egyik feltétel sem teljesül akkor a dekódolási folyamat

hibát jelezve leáll.

3.3. Összehasonlítás

Ebben a fejezetben a két LDPC dekódolási eljárást hasonlítjuk össze röviden bit hiba arány

és iterációs szám alapján. A lágy dekódolási eljárások jóval komplexebbek, ám gyorsabban

konvergálnak és jobb bithibaarányokat érnek el. A szimulációkhoz az 2-ben bemutatott

1/2-ed kódarányú LDPC kódot használtuk. A kemény dekódolási eljárások és a SPA alapú

lágy dekódolás bithibaarány görbéi láthatóak az 3.1 ábrán. Látható, hogy a lágy dekódolás

3-4 dB-el jobban teljesít a kemény dekódolóknál. A lágy eljárások iterációs lépésszámban

is felülmúlják a kemény dekódolást alkalmazókat, ez látható a 2.2 ábrán. Természetesen

léteznek több bitet invertáló kemény algoritmusok illetve hibrid eljárások amelyek képesek

a kemény dekódolás hatékonyságát tovább javítani.
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3.1. ábra. Az LDPC dekódolási algoritmusok összehasonlítása BPSK mdouláció esetén,
additív fehér zajjal terhelt csatornán. Forrás: [1] � A szerz® beleegyezésével.

.

3.2. ábra. Algoritmusok összehasonlítása átlagos iterációs szám alapján. Forrás: [1] � A
szerz® beleegyezésével.
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4 Példa kemény dekódolásra

Lássunk egy példát az algoritmusra, amely bár kemény döntéssekkel lesz bemutatva, a

lépések lágy döntésekkel is hasonlóak. A továbbiakban tárgyalt LDPC kód összerendezési

diagramja látható a 4.1 ábrán.

Legyen a küldött kódszó: c = [10010101]. A csatorna hatására a kódszó második elemén

4.1. ábra. A példa LDPC kód összerendezési diagrammja.

történjen hibázás, így a vett kódszó: c′ = [11010101].

A dekódolási algoritmus lépései a 4.1 ábrán látható gráf alapján a következ®ek:

1. Az els® lépésben a gráfban a paritásbit csomópontok küldenek egy "üzenetet" az

üzenetbit csomópontok felé, hogy milyen bit, amit ®k tartalmaznak. Jelen esetben

c0 küld egy 1 érték¶ "üzenetet" b1 és b3 felé.

2. A második lépésben minden kódbit csomópont elküldi az összes paritásbit csomó-

pontnak az általa kapott biteket. Az 1. és 2. lépés látható az alábbi táblázatban.

4.1. táblázat. 1. és 2. lépést leíró táblázat

Üzenetbit csomópont Küldött/Kapott "üzenet"
b0 Kapott: c1 7→ 1 c3 7→ 1 c4 7→ 0 c7 7→ 1

Küldött: 0 7→ c1 0 7→ c3 1 7→ c4 0 7→ c7
b1 Kapott: c0 7→ 1 c1 7→ 1 c2 7→ 0 c5 7→ 1

Küldött: 0 7→ c0 0 7→ c1 1 7→ c2 0 7→ c5
b2 Kapott: c2 7→ 0 c5 7→ 1 c6 7→ 0 c7 7→ 1

Küldött: 0 7→ c2 1 7→ c5 0 7→ c6 1 7→ c7
b3 Kapott: c0 7→ 1 c3 7→ 1 c4 7→ 0 c6 7→ 0

Küldött: 1 7→ c0 1 7→ c3 0 7→ c4 0 7→ c6
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Az algoritmus leáll, ha minden paritásbit stimmel az üzenetbitek alapján.

3. Minden kódbit csomópont megkapja a hozzá rendelt paritásbit csomópontoktól a

paritásbiteket. A bináris döntés "többségi" alapon zajlik. A kapott paritásbitek és

az érkezett üzenet alapján döntés születik az adott kódbitre. Jelen esetben az alábbi

táblázatban látható, ahogy a hibás c1 bit javítva lesz, mivel a c0 és c1 0 bitet javasolt

az adott kódbitre.

4.2. táblázat. Döntési táblázat
Kódbit Érkezett üzenetérték "üzenet" a paritásbitekt®l döntés

c0 1 b1 7→ 0 b3 7→ 1 1
c1 1 b0 7→ 0 b1 7→ 0 0
c2 0 b1 7→ 1 b2 7→ 0 0
c3 1 b0 7→ 1 b3 7→ 0 1
c4 0 b0 7→ 0 b3 7→ 1 0
c5 0 b1 7→ 0 b2 7→ 1 1
c6 0 b2 7→ 0 b3 7→ 0 0
c7 1 b0 7→ 1 b2 7→ 1 1

4. Az algoritmus folyatása a 2. lépést®l.

Jelen esetben az algoritmus egy iteráció esetén leállna, mivel kijavította a hibás bitet, és

az üzenetbitek alapján minden paritásbit megfelel a kódszóban.
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