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1 Bevezetés

Az LDPC (Low-Density Parity-Check - alacsony-stirtiségi paritasellentrz6) kodokat mar
1963-ban bemutatta Robert G. Gallagher a doktori értekezésében [2], de sokéig feledésbe
meriiltek, f6leg a nagy szamitasi komplexitasuk miatt. Mackay és Neal munkéssiga révén
keriiltek ismét elGtérbe a 90-es években [7]. Az LDPC kodok kivalo hibajavité képes-
séggel rendelkeznek, komoly konkurensei a Turbo kédoknak a Shannon-hatéar elérésében.
Mindkét kod esetén f6leg a iterativ médon torténd dekddolasahoz sziikséges komoly szami-
tasi kapacitds. Mara szdmos szabvanyba is bekeriilt, tobbek kézott a mésodik generacios
miisorszoré (DVB-T2, S2, C2) szabvanyba, WiFi (IEEE 802.11n) szabvanyban, WiMAX
(IEEE802.16¢) szabvanyban illetve a 10 gigabites Ethernet szabvanyba is.

Az LDPC kodok nagymeéretii linearis binaris blokk kodok, amelyek nagy kodtavolsaggal
(dmin) rendelkeznek. A kod G generdtormatrixa nagymeéretii akar tobb ezer sorbol és
oszlopbdl is allhat. A generatorméatrixban joval kevesebb 1-es mint 0-s talalhatd, erre utal
az "alacsony stirtiségi" kifejezés, vagyis a kodszd egyes bitjeit csupan néhany iizenetbit
fogja meghatéarozni. Egy k hosszusagu iizenetszohoz rendel hozza n darab paritésbiteket,
ebbdl a kdédarany szamithaté: R = % Az LDPC kédokat két paraméter hatarozza meg:
egy bit az iizenetblokkboél a kdédszé hany paritasbitjének meghatarozasiban vesz részt,
illetve a kddszo egy paritasbit meghatérozasahoz hany bit sziikséges az lizenetblokkbol.

Ahhoz hogy a kodalkotast, kodolasi folyamatot matematikailag targyalni tudjuk, né-
hany matematikai fogalmat be kell vezetniink. Egy adott kod esetén az n elemid ¢ kodszod

kifejezhets a k elemi u iizenetvektor segitségével egy méatrixszorzas formajaban:
C = anku, (1.1)

ahol G a kod generatormétrixa. Szisztematikus kddok esetén a generator matrix egyértel-
miien meghatarozhato:
Grxk = [T Bix(n—i)), (1.2)

ahol Iy, egy k x k méretii egységmétrix (olyan matrix, melynek f6atlojaban csupa 1-es elem
van, a tobbi helyen 0-s elemek szerepelnek), B pedig egy k x (n— k) méretd métrix. Vagyis

egy u iizenet esetén a kodszo igy épiil fel:
c= [uo,uo,...,uk_l,ck,ckH,...,cn,l]T. (1.3)

A ¢ kodszd vektor elsé k elemét ilizenetszegmensnek, az utolsé n — k elemét pedig pari-

tasszegmensnek nevezziik. Szisztematikus kod esetén a kodolas sokkal egyszertibb mivel a



kodszo els6 k elemét nem kell szamolni (ez az lizenet u), csupan a maradék n — k elemet.
Minden kodhoz, a G generatormétrixén kiviil definidlunk még egy (n — k) x n méretd H

métrixot, amelyet paritasellenérz6é méatrixnak hivunk és a kovetkezd tulajdonsaggal bir:
H(n—k;)xncT =0. (1.4)

Ezen H vektor segitségével meg tudjuk allapitani, hogy a vett kédszd érvényes kodszo-e.

Tovabba egy kod H és G matrixara igaz a kévetkezd tulajdonsag:
HGT = 0. (1.5)
Ezen tulajdonsag konnyen bizonyithato ha (1.1)-t behelyettesitjiik (1.4)-be :
Hc” = H(uG)" =HG™u’ =0, (1.6)

mivel u”’ nem lehet nulla, az egyelGség csak akkor allhat fenn, ha HGT = 0.
Egy kod paritasellen6rzé matrixa konnyen elgallithato a generatormaétrix ismeretében. Le-

gyen H matrix alakja a kovetkezs:

Ezt az alakot behelyettesitve a (1.5) képletbe, illetve G matrixot is feloldva az (1.2) egyenlet

segitségével, a kovetkez§ alakot kapjuk:
HGT = [A,1,_;][I;,B]T = A +B” =0, (1.8)

azaz A = —B7T, amely binéris esetben —B” = B” vagyis AT = B?. Ezen tulajdonsag
miatt az LDPC kodok esetén elég megadni a generator vagy a paritdsellen6rzé matrixot.
A vett kodszo és a kiildott kodszo kiilonbségvektorat, mint hibavektort definidljuk:

e=v-—c. (1.9)

A H maétrix segitségével képesek vagyunk a dekodolasra. Ha a vett kodszot megszorozzuk

a H matrixszal, a kdvetkezd kifejezésre jutunk:
Hv! = H(c +e)T = Hc? + He! = He'. (1.10)

Mivel He! = 0, igy HvT értéke csak a hibavektortol fiigg, a kiildott kodszotol nem. A

dekddoléshoz hasznalt szindromavektort a kovetkezéképpen definialjuk:
s =eH. (1.11)

A dekddolasi modszerek koziil a leggyakoribb a szindrémadekodolas. A vett v vektorbél

kiszamitjuk a szindroméat amely alapjan becslést tudunk adni a hibavektorra és a kédszoéra.



2 LDPC kédgeneralas

LDPC kédok esetén, mivel a nagymeéretii generatorméatrix G elemei koziil csupan néhéany
1-es értékid, a tobbi nulla, ezért a generatormatrixos szorzas elvégzése igen gazdasagtalan.
Ehelyett a modszer helyett az LDPC kodok egy hatékonyabb reprezenticidja a Tanner graf
[9]. Egy LDPC kod Tanner grafos reprezentécioja lathaté az 2.1 Abran. Jol lathato, hogy

Paritasbitek

Uzenetbitek

2.1. dbra. Egy LDPC kod 6sszerendelési diagrammja, a Tanner graf.

ennél a kodnal 3 {izenetbit hataroz meg egy paritasbitet (kodbitet), valamint egy {izenetbit
4 paritasbit kialakitasaban vesz részt. Ennek a kdédnak a generdtormatrixat nézve minden
oszlopban 3 1l-es talalhat6é és minden sorban 4 1-es. Egy LDPC kod jellemezhet§ igy:
(n,k,dc,d,), ahol n és k a méar korabban ismertett iizenethossz és kodhossz, illetve d. a
paritasbitek fokszama (egy kodbitet hény iizenetbit hataroz meg), illetve d,, az lizenetbitek
fokszéma (egy iizenetbit hany kodbit kialakitasaban vesz részt.). A grafbol kiolvashato az
is hogy:

nxd. =k xdy, (2.1)

mivel félbehagyott él nincsen, minden él csatlakozik egy tizenetbithez és egy paritasbithez)
Tovabba az LDPC kédaranya meghatérozhaté: R = % = j—z segitségével. Ilyen LDPC
kédokat neveziink szabélyos kédoknak.

Szabalytalan LDPC kédoknak nevezziik azokat a kodokat, amelyek esetén a paraméte-
rek nem allandoéak, példaul némely paritasbitet 4 iizenet bit hatdroz meg, a masikat pedig
3. A szabalytalan LDPC kodok elénye, hogy altalaban jobb bithibaarany érhets el mint
a szabalyos LDPC kodokkal. Nehézség, hogy egy LDPC kéd paraméterei nem hataroz-
zak meg a konkrét Osszerendelési szabalyt. Az LDPC kodok szoftveres generédldsa igen

szamitasigényes, &m ha megvannak a kapcsolodasi pontok, FPGA-ban térténd hardveres



implementacio esetén viszonylag alacsony komplexitéssal generalhato.

Az LDPC kodolas nehézsége, hogy a kiilonb6z6 H méatrixok meghatdrozasara véletlen-
szeri szamitogépes szimuliciok segitségével torténik. Ennek kovetkezmeénye, hogy a felépi-
tés nem struktiralt, matemakailag nehezen kezelhetd, igy matrixszorzasokra korlatozodik.
Ezen eljaras komplexitasa a blokkmeérettdl fiiggsen O(n?). A masik nehézséget az okozza,
hogy a ritkas H paritésellendrz6 métrixhoz tartozo G generadtormatrix nem zérus elemeinek
szama igen magas, amely toviabb novelheti a komplexitast. Tovabba a szabalytalan pari-
tasellenérzé matrix-szal rendelkez LDPC kdédok hardverimplentilasa még komplexebb,
hiszen tobbféle paritasellendrzést kell elvégezni.

A kodgeneralas egy masik lehetséges megoldédsa soran az iizenetvektort, a paritasellen-
6rz6 méatrixot és a dekddolét hasznélva hozzuk létra a kodszot. Ilyenkor a dekddold kijavitja
a torléses hibakat és igy hatarozzuk meg a kodszot [6, 10]. Ezen eljaras komplexitésigénye
bizonyos tipust LDPC kdédok esetén linearis a blokkmérettel.

Richardson és Urbanke [8]-ben megmutatta, hogy egy véletlenszertien elGallitott LDPC
kéd kddolasa elvégezhets szinte linedris komplexitassal. A paritasellendrzé matrix specialis
alakra hozva, a kodolas komplexitas drasztikusan lecsokkenthets: O(n + g?), ahol g << n.

Az el6z6 megoldasokhoz képest szisztematikus megoldéast javasolnak [5]-ben. A javasolt
LDPC kodokat végés geometria segitségével allitjak eld, amelynek koszonhetGen kedvezs
(ciklikus vagy kvazi ciklikus) tulajdonsdgokkal rendelkeznek. Ezen tulajdonsag segitésével
a kodolas linearis komplexitasi lesz és ezaltal elvégezhetd linearis visszacsatolt shiftregisz-
terek segitségével.

Ezen kodgeneralasi megoldasok segitségével az LDPC kodok képesek felvenni a versenyt
a Turbo-koédokkal nem csak a hibajavitas terén, hanem a kodolasi komplexitasban is. Ezen
eredmények szervesen hozzéajaruldsnak ahhoz, hogy az LDPC koédok elterjedhetnek a kii-
lonféle kommunikacioés rendszerekben.

Legvégiil egy ténylegesen alkalmazott LDPC kédot mutatunk be. A DVB-S2-es rendszer
paritasellendrz6 matrixanak grafikus reprenzentécioja lathato a 2.2 Abran. A paritéasellen-
6rz6 méatrix mérete 1/2-es kodarany mellett: (n = 64800) x (n—k = 32400), ami t6bb mint
2 milliard elem. Ezen elembdl csupén 226799 elem 1-es, a tobbi elem 0, ami 0.1080%-o0s
strtségnek felel meg. Megfigyelhet6 az is hogy az alkalmazott LDPC kod szisztematikus,

hiszen a paritasellen6rzé matrix masodik felében megjelenik az egységmatrix.
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2.2. abra. A DVB-S2-es szabvanyban alkalmazott LDPC kod 1/2-es kodaranyu paritasel-
lendrz6 matrixa.



3 LDPC dekdédolas

LDPC kodok esetén a dekodolas soran van sziikség a legnagyobb szamitésigényre. Az de-
kodolési eljarasok alapvetGen két nagy csoportba sorolhatoak: kemény (ugynevezett Bit
Flipping (BF) |2| — bitinvertlo) és lagy (agynevezett Message Passing — lizenet tovabbito)
dekddolési eljarasokra. A kemény dekddolas alacsonyabb komplexitdsi de ennek kovet-
kezményeképpen rosszabb bithibaaranyok érhetéek el. A lagy dekodolasok esetén dénteési

valészintiségeket felhasznélva, iteraciorol iterdcidra javithatoé a bithibaarany.

3.1. Kemény dekédolas

A bitinvertalast alkalmazo6 dekodolési algoritmusok a dekodoléshoz a vett kodszot, a szind-
romavektort és a paritésellenérz6 matrixot hasznéljak. Iteracionként egy bitet forditva
probalndk egy érvényes kodszohoz eljutni. Ezen algoritmusok hatékonysag igen limitalt,
lassan konvergalnak és el6fordulhat, hogy a dekédolas nem konvergél, hanem oszcillacidéba
jut.

Az 6sszes bitinvertald algoritmus alapja, hogy a vett kodszora kiszamoljuk a szinroma-

vektort s = ¢cH?. A szindrémavektor segitségével szamolunk egy un. hibatagot:
E =sH. (3.1)

Ezen hibatag segitségével meghatarozhatjuk hogy az egyes bitek hany hibas szindréma
elemben vesznek részt. Ezen utan megkeressiik azt a bitet E alapjan, amely legtébb hibas
szindromaban vesz részt. Amennyiben esetleg tobb azonos értéki bit van, akkor az els6t
valasztjuk és invertaljuk. Ezutan tjraszadmoljuk a szindréomét és ujra végigesinaljuk az
elézGekben ismertetett lépéseket. A folyamatot addig folytatjuk, amig s = 0 nem lesz.

A BF eljaras szamos tovabbfejleszett verzidja létezik, amelyek soran sulyozotényezdket

illetve a jel/zaj viszonyt is figyelemben vessziik:
e sulyozott BF (WBF [5]),
e modositott BF (MWBF [11]),
o tovabbfejlesztett BF (IMWBEF [4]),

e implementacio-hatékony megbizhatésiagi hdnyados alapu BF (RRWBF [3]).

Ezen eljarasok alkalmazasaval a BF soran elért iteraciok szama illetve az elért bithiba

arany javithato, szamitasi komplexitas novelésével.



3.2. Lagy dekdédolas

Lagy dekddolas esetén a demoduldlds sordn nem déntiink bitekre, hanem gaussi zajt fel-
tételezve kiszamoljuk a logaritmikus valosziniiségi (Log-likelihood ration - LLR) értéket .
Az egyes bitek LLR értékeinek elGjele adja meg a bit értékét, a nagysiga pedig a dontés
bizonyossagat. Fontos megjegyezni, hogy LLR alapi szamitidshoz sziikség van az atviteli
csatornét terheld zaj varianciajéra.

Az iteraciés demdulacios folyamat sordn ezen értékeket felhasznédlva probaljuk meg a
kodszo hibas bitjeit javitani.

Az iteracios folyamat a kdvetkezd 1épésekbdl all:

1. A dekoddolési folyamat inicializalasa. A paritasellenérzé méatrix H megadésa, vett
demodulédlatlan vektor y, maximalis iterdcidés szam illetve a csatornat terhel§ zaj
variancidja. A kodbitek kezdeti LLR értékeinek A\g meghatarozéasa y és a zajvariancia

alapjan.

2. Szindroma értékek Ag frissitése a paritasellenérz6 matrix és az LLR artimetika sza-
balyai alapjan. A szindroma értékek frissitése torténhet a Sum-Product algoritmus
(SPA) vagy az egyszertsitett Sum-Min algorithmus (SMA) alapjan, amely joval ki-

sebb szamitasigényt és kdzel hasonld bithibaaranyokat produkal.

3. A koédbitek LLR értékeinek A; frissitése a szamolt szindrémaértékek As és a kezdeti
LLR értékek Ag alapjan.

4. Dontéshozatal a ¢; kodbitekre az LLR értékek alapjan, ha A; > 0 akkor ¢; = 1, amugy

CZ':O.

5. A kialakult kodszo ellenérzés. Ha cH? = 0, vagyis a kodszo érvényes, a dekodolési
folyamat megszakithatd, a dekddolt kodszo c¢. Ha nem érvényes, akkor amennyiben
még nem értiik el a megadott maximalis iteracios szamot, akkor a folyamatot folytat-
juk a 2. lépést6l. Amennyiben egyik feltétel sem teljesiil akkor a dekddolasi folyamat
hibat jelezve leall.

3.3. (Osszehasonlitas

Ebben a fejezetben a két LDPC dekddolasi eljarast hasonlitjuk 6ssze réviden bit hiba arény
és iteraciés szam alapjan. A lagy dekddolasi eljardasok joval komplexebbek, am gyorsabban
konvergalnak és jobb bithibaardnyokat érnek el. A szimulaciokhoz az 2-ben bemutatott
1/2-ed kédardnya LDPC kodot hasznaltuk. A kemény dekodolési eljarasok és a SPA alapu
lagy dekodolés bithibaarany gorbéi lathatéak az 3.1 abran. Lathatd, hogy a lagy dekédolas
3-4 dB-el jobban teljesit a kemény dekédolokndl. A lagy eljarasok iterdcids lépésszamban
is feliillmuljak a kemény dekoédolast alkalmazokat, ez lathato a 2.2 dbran. Természetesen
léteznek tobb bitet invertald kemény algoritmusok illetve hibrid eljardsok amelyek képesek

a kemény dekddolas hatékonysagat tovabb javitani.
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3.1. abra. Az LDPC dekédolasi algoritmusok &sszehasonlitdasa BPSK mdoulacié esetén,
additiv fehér zajjal terhelt csatornan. Forras: [1] — A szerzd beleegyezésével.
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4 Példa kemény dekddolasra

Lassunk egy példat az algoritmusra, amely bar kemény dontéssekkel lesz bemutatva, a
lépések lagy dontésekkel is hasonldak. A tovabbiakban targyalt LDPC kod Gsszerendezési
diagramja lathat6 a 4.1 abran.

Legyen a kiildott kodszo: ¢ = [10010101]. A csatorna hatasara a kodszo masodik elemén

Uzenetbit csomépontok

Paritasbit csomopontok

4.1. abra. A példa LDPC kéd Osszerendezési diagrammja.

torténjen hibazés, igy a vett kodszo: ¢ = [11010101].

A dekodolési algoritmus 1épései a 4.1 abran lathato graf alapjan a kovetkezoek:

1. Az els6 1épésben a grafban a paritasbit csomépontok kiildenek egy "iizenetet" az

iizenetbit csomoépontok felé, hogy milyen bit, amit 6k tartalmaznak. Jelen esetben

co kiild egy 1 értéki "lizenetet" by és bs felé.

2. A maésodik lépésben minden kédbit csomépont elkiildi az Gsszes paritasbit csomo-

pontnak az altala kapott biteket. Az 1. és 2. lépés lathato az alabbi tablazatban.

4.1. tablazat. 1. és 2. 1épést leir6 tablazat

Uzenetbit csomoépont Kiildott /Kapott "tizenet"
bo Kapott: c;—=1c3—1lcyg—0cr—1
Kildott: 0+—c1 0= c31+—=c4 01— c7
by Kapott: co—=1ci—1co—0c5— 1
Kildott: 0 cg O~ ¢c1 1+ ¢9 0+ ¢5
by Kapott: co—=>0c5—1cg—0cy—1
Kildott: 0 —co 1—c5 0= cg 1+ 7
b3 Kapott: cogr—=1cg—1cg—=0cg— 0
Kiildott: 1+ cg 1= c3 0= ¢4 0+ ¢4

11



Az algoritmus leall, ha minden paritasbit stimmel az {izenetbitek alapjan.

3. Minden kodbit csomépont megkapja a hozza rendelt paritasbit csomdépontoktol a

paritasbiteket. A binaris dontés "t6bbségi" alapon zajlik. A kapott paritasbitek és

az érkezett iizenet alapjan dontés sziiletik az adott kddbitre. Jelen esetben az alabbi

tablazatban lathatd, ahogy a hibas c; bit javitva lesz, mivel a cg és c¢; 0 bitet javasolt
az adott kodbitre.

4.2. tabldzat. Dontési tablazat

Kodbit

Erkezett iizenetérték

"lizenet" a paritasbitektdl

dontés

€o
1
C2
C3
C4
Cs
Ce
Cr

4. Az algoritmus folyatasa a 2. 1épéstdl.

1

_ O O O = O

bl*—>0[)3l—>1
bo—0by—0
bl*—>1b2l—>0
bof—>1l)3'—>0
bo*—>0b3i—>1
1)10—>0b2'—>1
bg*—)Obgi—)O
b00—>1b2i—>1

1

_ O = O = OO

Jelen esetben az algoritmus egy iteraci6 esetén ledllna, mivel kijavitotta a hibas bitet, és

az lizenetbitek alapjan minden paritasbit megfelel a kodszoban.
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